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ケイリー・ハミルトンの定理を使って Anを求めるテクニック 
テクニック 1：商と余りの関係にもっていく 

ケイリー・ハミルトンの定理から得た式が， 
( )( ) OEAEA =-- ba に因数分解できたとする。 

このとき， nX を ( )( )EXEX ba -- で割ったときの商を ( )XQ ，余りを rEqX + とすると， 

( )( ) ( ) rEqXXQEXEXX n ++--= ba と表せる。 

（ⅰ） 
ba ¹ のとき 

EX a= のとき， rEEqEn += aa  ・・・① 

EX b= のとき， rEEqEn += bb  ・・・② 

 ①－②より， 

 ( ) ( )EqEnn baba -=-   

( ) ( ){ } OEq nn =---\ baba  
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③，④より， 
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 これに AX = を代入すると， ( )( ) OEAEA =-- ba だから， 
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（ⅱ） 
ba = のとき 

( ) ( ) rEqXXQEXX n ++-= 2a と表せる。 

方法 1 
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( ) ( )å
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2

aa は ( )2EX a- で割り切れるから， 

nX を ( )2EX a- で割った余りは， ( ) EnXn nn aa -+- 11 である。 

よって， 

( ) ( ) ( ) EnXnXQEXX nnn aaa -++-= - 112  

AX = のとき， ( ) OEA =- 2a だから， 

( ) EnAnA nnn aa -+= - 11  

方法 2 

乱暴であるが， 

( ) ( ) rEqXXQEXX n ++-= 2a  ・・・⑤ 

を X について微分すると， 

( ) ( ) ( ) ( ) qEXQEXXQEXnX n +¢-+-=- 21 2 aa  ・・・⑥ 

⑤，⑥のそれぞれに EX a= を代入すると， 

rEEqEn += aa  ・・・⑦ 

qEEn n =-1a  ・・・⑧ 

⑦，⑧より， 
1-= nnq a ， ( ) nnr a-= 1  

よって， 

( ) ( ) ( ) EnXnXQEXX nnn aaa -++-= - 112  

AX = のとき， ( ) OEA =- 2a だから， 

( ) EnAnA nnn aa -+= - 11  
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テクニック 2：数列の漸化式にもっていく 

ケイリー・ハミルトンの定理の式を因数分解すると， 
( )( ) OEAEA =-- ba になったとする。 

（ⅰ） 
ba ¹ のとき 

( )( ) OEAEA =-- ba より， 

( ) ( )EAEAA bab -=- が成り立つ。 

ここで， ( ) ( )EAEAA kk bab -=- が成り立つとすると， 
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より， ( ) ( )EAEAA kk bab -=- ++ 11 が成り立つ。 

よって，数学的帰納法により， 

( ) ( )EAEAA nn bab -=- が成り立つことがわかる。 

( )EAAA nnn bab -=-\ +1  ・・・① 

同様に， 
( )( ) OEAEA =-- ba より， 

( ) ( )EAEAA aba -=-  

( ) ( )EAEAA nn aba -=-\  

( )EAAA nnn aba -=-\ +1  ・・・② 

①－②より， 

 ( ) ( ) ( )EAEAA nnn abbaba ---=-  
 仮定より ba ¹ だから， 
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（ⅱ） 
ba = のとき 

 ( )( ) OEAEA =-- aa より， 

 ( ) ( )EAEAA aaa -=-  

( ) ( )EAEAA nn aaa -=-\  

( )EAAA nnn aaa -=-\ +1  
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a
A
，公差

a
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の等差数列であることを示している。 

 よって， 
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例題 

行列 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

30
12

A のときの nA  

 

解 

ケイリー・ハミルトンの定理より， 

OEAA =+- 652  
( )( ) OEAEA =--\ 32  

テクニック 1 
nX を ( )( )EXEX 32 -- で割ったときの商を ( )XQ ，余りを rEqX + とすると， 

( )( ) ( ) rEqXXQEXEXX n ++--= 32 と表せる。 

よって， 

( )ErqEn += 22 ， ( )ErqEn += 33  
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nnq 23 -=\ ， nnr 2332 ×+×-=  

( )( ) ( ) ( ) ( )EXXQEXEXX nnnnn 23322332 ×+×-+-+--=\  
AX = のとき， ( )( ) OEAEA =-- 32 より， 

( ) ( )EAA nnnnn 233223 ×+×-+-=  ・・・（答） 

 

テクニック 2 
( )( ) OEAEA =-- 32 より， 

( ) ( )EAEAA 323 -=-  

( ) ( )EAEAA nn 323 -=-\  

EAAA nnnn 23231 ×-=-\ +  ・・・① 
同様に， 
( )( ) OEAEA =-- 32 より， 

( ) ( )EAEAA 232 -=-  

( ) ( )EAEAA nn 232 -=-\  

EAAA nnnn 32321 ×-=-\ +  ・・・② 
①，②より， 

( ) ( )EAA nnnnn 233223 ×+×-+-=  ・・・（答） 

 


